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1 Generalites 



Une charge electrique q au repos cree en M un champ electrostatique 



a r — y 

E 0 = r — OM 

47 re 0 r 



£ 0 la permitivite du vide 



10 9 

e 0 = ~ 8.84 x 10 “ 12 Fm _1 

367 r 

Quand la charge q est en mouvement (v ^ 0), ellc cree un champ electromagnetique 

E , B 

dont les lois sont 



div E — , rotE = 

eo ’ ot 



div B = 0 , rotB = ii Q j + 



avec: 

g la densite de charges clectriques, 
j la densite de courant et 
fi 0 permeabilite du vide 

= 47t10 Hm^ 1 



Si on ignore les variations temporclles de E et B, cad: 



dE 

dt 



— t 



on aura: 



div E = q /£ o 
div B = 0 



dB 

Ih 



-y o 



rotE = 0 
rotB = /i 0 j 



ce qui permet l’etude separee de l’electrostatique et de la magnetostatique. 



• Dans ce chapitre, on fixe l’attention sur 

magnetostatique 

en particulier sur la production du champ d’induction magnetique B a partir de 
densites permanentes de courants electriques j. 
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2 Induction magnetique B 

On distinguera 2 situations: 



• distribution discrete de charges { qi,...,q n } avec des vitesses Vi et par consequent 
des courants de charges 



J 1 — QlVl ) • • • J n — Q_nVn 



• distribution continue de charges conime dans les circuits electriques: 

dq = pdr : element de charge 

dJ = dqv = pvdr : element de densite de courant 

- dr un element de volume. 

- Noter que l’element de courant dJ peut s’ecrire aussi connne 



avec j la densite de courant 



dJ = j dr 



^ dJ 

j = — = p V 

dr 



2.1 Champ B cree par des charges ponctuelles 



A) cas d’une charge 

Le champ d’induction magnetique B cree en un point M par une particule de charge 
q situee en un point P et animee d’une vitesse v = v (P) est: 



B 



Mo 

4n 



qv A 



PM 

\PM \ 3 



( 2 . 1 ) 



a) 2 remarques: 

(i) L’expression de B = B (P, M) depend en fait de 2 points: 

- P ou se trouve la charge q 

- M ou on calcule le champ; 

(ii) Si q — 0 ou v — 0; alors, il n’y aura pas de champ 

B = 0 
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Autrement elit le champ B est cree par lc courant de charge J = qv 



b = ^ja 



PM 
\PM \ 3 



Unite du champ B 

Dans lc systeme International, l’unite est lc Tesla (T) . 

Dans lc systeme CGS , l’unite est le Gauss (G); avec la rclation 

1 G = 1(T 4 T 

b) Proprietes de B 

(i) Le champ d’induction magnetque B (M) est donne par un 

produit vectoriel : B = {^- J^j A 

c’est un pseudo-vecteur. 

Cette propriete jouera un role important dans la simplification du calcul de B. 

( ii ) Le faeteur est relie a la vitesse de la lumicre c = 3.10 8 m/ sec par la rclation 

suivante 

E0H 0 C 2 = 1 

montant qu’il existe un lien tres etroit entre l’electricite (£o)> le magnetisme (/^ 0 ) 
et la lumicre (c). 




B) cas de plusieurs charges 

Le champ cree par 2 charges q\ et q 2 au point M est donne par la somme des expres- 
sions des 2 champs B i et B 2 en M; c’est le principe de superposition: 



soit 



qi -t B\ (M) 
q 2 B'2 (Af) 

QiiQ2 —■ y B tota i (M) = Bi (M) + B 2 (M) 



B 



total 




q\v i a 



PjZ \ 
PiM\ 3 J 




q 2 v 2 A 



/M/ \ 
P 2 M\ 3 ) 
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2.2 Champ B cree par une distribution de courants 

Dans ce cas nous avons une distribution continue de charge qui peut etre: 

* volumique (3 dimensions), 

* surfacique (2 dimensions), 

* lineique (circuit filiforme). 

Dans ce qui suit, on traitera le cas general et devcloppera avec details le cas des 

circuits filiformes 

vue qu’ils sont les plus utilises en praticjue. 

A) cas general 

a) element de champ dB 

Chaque element de charge dq de vitesse v, centre autour d’un point P, cree un dB 

dB — bdr b = g 



donnee par 



bdr 



Mo 

47T 

M o 
47T 



dqv A 
pv A 



PM 

\PM\ 

PA? 

\PM \ 3 



A 

dr 



soit 



b = 



Mo 

47T 



pv A 



PM 
\PM \ 3 



( 2 . 2 ) 



b) champ total: B 

Obtenu par integration sur tout le circuit conducteur 



B (M) 




bdr 



En remplacant b, on a: 



B (M) 



Mo 

47T 




X PM , 

j (P) A ndr 

\PM \ 3 



(2.3) 



avec 

J (P) = pv (P) 



B) cas d’un circuit filiforme 



C’est ce genre de circuit qui nous interesse le plus dans ce cha.pitre 
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a) Expression de B 
donnee par la loi de Biot et Savart 




(2.4) 



b) preuve 

Cette relation peut etre obtenue a partir de 



B (M) = ^ 
47 r 



comme suit: 




PM , 

j (P) A 7rd,T 

> ' \PM\ 3 



(i) decomposer 1’ element de volume dr comme lc produit 

dr = = dSdl 

oii d§ est un element de surface de la section du fil et 'di est un element de longueur. 

(ii) remplacer dans la relation (2.3), 

j.d$ | 



B (M) = ^ 
47T 



Circuit 



section 



s PM 



A 



(PMI' 



(iii) Comme l’integration de la densite de courant sur la surface n’est autre que lc courant 
I 

j (P) ,d$ = I 



section 



on obtient la Loi de Biot et Savart etablie experimentalement en 1820. 



3 Proprietes de symetrie de B 

En coordonnees cartesiennes par exemplc, le champ d’induction magnetique B se decompose 
comme 

( B x \ 

By 

\ B J 

avec 

B x = B x (x, y, z ) , B y = B y (x, y , z), B z = B z (x, y , z) 
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Connaitre le champ B revient alors a evaluer les fonctions 

Bx ) B y , B z 

Pour determiner explcitement ces quantites, on utilise: 

• La loi de Biot et Savart 

• Les proprietes de symetries du circuit 



3.1 Methode des symetries 

L’idee de cette methode repose sur la remarque suivante: 

Lorsque une cause ( C ) produit un effet (S), 

les elements de symetrie de ( C ) doivent se retrouver dans ( S ) 



Cela veut dire que 

si un circuit electrique admet une symetrie (s) 
alors 

B a la meme symetrie (s) 

Voyons comment cela fonctionne. 

— ^ 

3.2 Application au calcul de B 

On se limitera ici a donner les regles: 

6 regles de symetries a retenir 

(i?l) symetrie de translation 

Exemplc: fil infini suivant Oz parcouru par un courant / (scherna) 

Pour calculcr B (M), il est plus sirnple d’utiliser les coordonnees cylindriques 

{Pi<P,z) 

Dans ce systeme, l’invariance par translation suivant Oz du fil se manifeste au 
niveau de B par: 

= 0 B = B (p, ip) pas de z ! 



La symetrie de translation exige que B ne depend pas de la coordonnee z. 
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(/22) symetrie axiale 

Exemple: une spire d’axe O z parcouru par un courant I. 

Comme la spire est invariante dans toute rotation d’angle p autour de 0%, nous 
avons 

= 0 <=> B — B (p, z) pas de (p ! 



Le champ B ne depend pas de la coordonnee p. 

(R3) symetrie cylindrique 

Cette symetrie englobe les 2 precedentes; 

- Symetrie par translation et symetrie par rotation. 

- Pour calculer B , il faut utiliser les coordonnees cylindriques (p, p, z). 
L’invariance cylindrique exige alors 



0- = 0- = 0 B = B (p) pas de z et pas p ! 



lc champ B ne depend que de la coordonnee p. 

(/24) symetrie spherique 

C’est l’exemple de systeme admettant une symetrie radiale. 

Dans ce cas on utilise les coordonnees spherique (r, 9, p); l’invariance radiale im- 
plique 



|| = 0 = 0 B — B (r) pas de 6 et pas p ! 



soit B ne dependant que de r. 

Remarque 

Ces regles de symetries sont aussi valables pour le calcul du champ electrique E et pour 
le potentiel vecteur A dont derive hinduction magnetique, ( B = rotA ). 

(/25) Plan de symetrie-. 

Si lc systeme admet un plan de symetrie Il s = (u, v), en tout point M de ce plan: 







— B = B (M) est perpendiculaire au plan II S , cad: 



Bin, 



e , A e n s 



ou encore 



B = B w, avec w = u A v 
Cette symetrie est tres forte 



une seule inconnue parmi les 3 



II faudrait toujours commencer par chercher s’il y a un II S . 

— remarque : cette propriete s’enonce generalement conime suit: 





Figure 1: plan de symetrie II S et plan d’antisymetrie II a . Noter bien le sens des courants. 
■ tout effet a caractere pseudo-vectoriel 

comme B 



est perpendiculaire au plan II S , 

■ tout effet a caractere vectoriel 

comme E et A 

est contenu dans le plan II S , cad: 

E = 

A = 
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E u u + E v v 
A u u + A v v 



Pour les vecteurs E et A, il faut donc calculer 2 coefficients parmi les 3. 



(. R6 ) Plan d’antisymetrie 

Si le systeme admet un plan de d’antisymetrie n a = (u', v'), en tout point M de ce plan: 
— B = B (M) est contenn dans le plan II a , 

b e n a ; e, A ±n a 

cad 

B = B u' + B v' 

U 1 V 

Cette antisymetrie rednit le calcul de -B a 2 inconnues 

B u et B v 

Elle est moins forte que II S . 



4 Trois exemples d’illustration 

on etudiera 3 exemples de circuits filiformes. 

4.1 Fil rectiligne 

On considere un fil rectiligne suivant O z parcouru par un courant / permanent = 0) . 

fig 2 

On se propose de calculer B (M) associee en utilisant les regles de symetrie. On dis- 
tinguera 2 cas: fil fini et fil infini. 

Fil infini 

Ce Circuit possede plusieurs elements de symetrie 

a) Le fil a une symetrie cylindrique ; cad: 

i) une invariance par translation seion l’axe O z et, 
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Figure 2: champ d’induction magnetique cree par un fil infini parcouru par un courant I 
permanent. Ce circuit a la symetrie cylindrique. 



ii ) une invariance par rotation autour de cet axe. 
Ces 2 elements de symetrie indiquent coordonnees 



On a en tout point M 



avec les conditions 



{p,<P,z) 



B (M) = B (p, (p, z) 



dB _dB 
dz dtp 



B = B(p) 



soit une fonction dependant d’une seule variable p. 

b) Le fil a un plan symetrie II S 

Pour determiner la direction de B , on cherche s’il y’a un plan de symetrie n s ou 
d’antisymetrie Il a . Le plan 

n s (fip; &z) 

forme par le fil 0% et le vecteur OM est un plan de symetrie. 

Comme B est un pseudo vecteur, il doit donc etre perpendiculaire a ce plan, d’apres la 
regle (R5). 

Par consequent: 

B ( P , <p,z) = B ( p ) e v 

c) calcul de B ( p ) par la loi de Biot & Savart 

on fera ce calcul d’abord pour le cas d’un fil fini, ensuite le cas infini 
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• le fil fini a une symetrie axial 

• II S = (e p , e z ) est un plan de symetrie 

B = B (p, z ) e v 

On determine le coefficent B ( p , z) par la loi de Boit et Savart 

B (M) = I d,B 

J PE Circuit 

avec r , 



y d _ Mo t y/ a BPl 

a a ~ 4iU al A \Fm? 



ou ( en posant p = a) 

'di = dO f’ = dz e z 

Pil = P6 + 0J1 = —ze z + ae p ’ 

et 

\PM\ 3 = (a 2 + z 2 ) ^ 

Remplacons 

d,B = — — — 3 -dz e z A (— ze z + ae 0 ) 

47 r(a 2 + 2 2 )2 * V 2 P ’ 



Mo Ia 
47r (a 2 -\-z 2 ) 2 



-dz e u 



Pour avoir l induction magnetique totale, on integre sur la variable 

z G ]— oo, oo[ , en general un fil fini [ai, «2] — > • 

Une facon plus simple est d’integrer sur l’angle a G ] — | , | [ vu que z e 
rclies 

z = a tan a 

dz = _ da 

cos a = 



cos^ a 
a 

V a 2 + 2 2 



ce qui conduit a 



B = 



d,B = e. 



/V 

’ 47 ra 



r&2 



cos ada 






= e ( , 



/V 

' Att a 



cos ada 



a sont 
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et par suite 



B 

B 



^ (sin a 2 - sinai) 

Vo 1 p 
2na 



Le champ B est toroidal. 



(4.1) 



4.2 



Spire circulaire d’axe 




Soit S une spire circulaire de rayon R, parcourue par un courant permanent /, voir fig 3. 
On veut calculer le champ magnetique B en M appartenant a l’axe Oz de la spire; soit 




Figure 3: Induction magnetique cree par une boucle de courant permanent I d’axe 
La boucle a la symetrie axiale. 



oi. 



a) S a une symetrie axiale 
d’ou 



B {M) = B {p, z) 



pas de p , d’apres (R2) 



mais ici on a choisit M sur l’axe: 



M = (0, 0, z ) , => B (M) — B (z) 

b) calcul la direction de B 

Comme S n’a y a pas de plan de symetrie contenant M, on cherche s’ il y a des plans 
d’antisymetrie. 

Les plans 

(cp, c z ) , ii a (cp, & z) i 
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sont 2 plans d’antisymetrie qui contiennent M et qui coupent la spire en 2 parties anti- 
symetriques. 

D’apres la regle (i?6), on doit avoir: 

B e U a et B e U' a 

et donc 

B e n a n n' a = Oz b = b (z) e z 



c) calcul de B ( 2 ) 

On utilise la loi de Biot et Savart 

ou 

dB 

avec 

dOP A PM 

= R 2 d(fe z + Rzd<pe p 



B = 



dB 



' spire 



= !^ Id oP A JdL 

4vr \PM\ 3 

= Rdtpe v A (—Re p + ze z ) 



et 



d’ou 



R 1 sin 3 a 

= \PM\ ^ \PM\ 3 = R 3 



dB = ~ {R 2 d(pe z + Rzdipe p ) 



Comme 



f»27T /*27T /»27T 

( d<pe p ) = e x cos (pdtp + e y sin (pdip = 0 



le champ B (Ad) est 



f> _ Muhsin 3 CV p 

U 2R C z 



_ Mo I R 2 p* 
— 2 “3T - ~T7T e z 



(i? 2 +z 2 )2 



( 4 . 2 ) 
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4.3 



Solenoide infini d’axe 




Un solenoide § est constitue d’un enroulement d’un fil conducteur autour d’un cylindre 
d’axe A que nous prenons Oz , voir 4. Le fil est parcouru un courant permanent /. 

Pour calculer le champ B cree par § en un point M G A, on suppose que: 



Longueur L 




+ axe Oz 



Figure 4: Induction magnetique cree par une selenoide de courant permanent I d’axe 

oi 



i) le fil est suffisamment mince et imaginer le selenoide connne une juxtaposition continue 
de spires coaxiales Si de rayon R d’axe Oz, 

ii) pour une epaisseur dz autour du point P du selenoide, nous avons N spires. Cela 
veut dire que la densite dn de spires par miite de longueur du selenoide est 

dn = N dz 



Avec ces hypotheses, le selenoide a donc les memes proprietes de symetrie que les spires. 
Determmation de B 

Connne chaque spire S, parcourue par un courant permanent I, cree un champ 

-* /i 0 / sin 3 a _ R 

b = — e z , tan a = — 

2 R z 

une densite dn de spires sur une epaisseur dz autour du point P cree en tout point de 
l’axe A un champ elementaire 



dB = bdn = Nbdz 



= Nb-Oi—da 
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avec 



R 



dz = 



sin 2 a 



da 



Remplacons 



, - llr.NI 

dB = — - — sincraae. 



Le champ B est obtenu par integration 

B = f 02 dB = e z f 02 ^ sin ada 

Ja i * Ja i 2 



ce qui donne pour un seleneoide fini (aq < a < « 2 ) 



B = 1NNL ( cos q , 1 _ cos q, 2 ) q z 



Pour un selenodie infini (0 < a < n) 



B = n 0 NI e z = constante 



(4.3) 



(4.4) 



5 Travaux diriges: serie I 

Exercice 1 : Rappels Mathematiques 

1) Gradient d’une fonction scalaire 

(a) Donner grad V = W en coordonnees cartesiennes, cylindriques et spheriques 

(b) En deduire l’expression de grad (^) 

2) Divergence d’un vecteur 

(a) Donner divE = V.E en coordonnees cartesiennes, cylindriques et spheriques 

(b) en deduire div 

3) Rotationncl d’un vecteur 

(a) Donner V A A en coordonnees cartesiennes 
(i b ) En deduire : (i) V A grad E , (ii) V.V A A 

4) Calcul integral 

(а) Donner le theoreme de stokes rcliant une integrale double a une integrale triple 

(б) Donner le theoreme de Green Ostogradsky reliant une integrale simple a une 
double 
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Exercice 2 

Un courant d’intensite I circulc dans une spire circulaire de centre O et de rayon R. On 
se propose de calculer le champ d’induction magnetique b (M) cree au point M de l’axe 
O z de la spire. 

1) Par des considerations de symetrie, determiner: 

(a) Les variables dont depend b (M), 

(i b ) La direction de b (M) 

2) A l’aide de la loi de Biot et Savart, determiner: 

(a) L’expression du champ b (M) en fonction de z, 

( b ) L’expression de b (M) en l’angle a 

3) En deduire la valeur du champ: 

(a) Au centre de la spire, point z — 0, 

( b ) Dans la limite z tend vers l’inhni 

4) LIn enroulement de spires jointives identiques d’epaisseurs tres faibles vis-a-vis des 

rayons des spires constitue une bobine plate. 

(a) Deduire de la question precedente le champ d’induction B [z) de la bobine 

( b ) Justifier la reponse 

5) Calculer circulation de B (z) le long de tout l’axe Oz 

Exercice 3 

LIn solenoide § hni est constitue cl’un enroulement chun hl conducteur autour d’un cylin- 
dre d’axe A que nous prenons Oz. Le hl, parcouru un courant permanent /, est suff- 
isamment mince permettant d’imaginer le solenoide comme une juxtaposition continue 
de spires coaxiales de rayon R d’axe Oz 

1) Faire un schema illustratif, on notera les angles limites a± et «2 

2) Si pour une epaisseur dz autour du point P du solenoide, nous avons N spires ; donner 

la densite dn de spires par unite de longueur du solenoide 

3) On se propose de calculer le champ d’induction sur l’axe du solenoide, 

(a) Donner l’expression elu champ elementaire dB en fonction de b (z) 

(b) Calculer le champ total B (z) en fonction de aq et a 2 

4) En deduire la valeur du champ pour le cas d’un solenoide inhni 
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Exercice 4 

On considere un conducteur cylindrique homogene de base circulaire de rayon R et de 
longueur L supposee grande. Ce conducteur est parcouru par un courant volumique axial 
d’intensite I et de densite volumique j — j e z . 

1) Par des considerations de symetrie, determiner: 

(a) Les variables dont depend Linduction magnetique B ( M ) 

(i b ) La direction de B (M) 

(c) Verifier que di v B = 0 

2) Determiner l’expression du champ B (M) en tout point de Lespace 

3) Determiner les variables dont depend lc potenticl vecteur A (M) 

4) Determiner la direction de A (M) 

5) Verifier que div A = 0 

6) A partir de la rclation B = V A A, determiner Pexpression de A (M) en tout point 

de Lespace 

7) En deduire la constante d’integration pour la condition A (p = R). 



6 Solution (des indications) 



Exercice 1 



1) Gradient d’une fonction scalaire 
(a) en coordonnees cylindriques 



, dV _ IdV ^ dV _ 
grad V = — e p + ~^-e v + —e z 
a p p o <p oz 

en coordonnees spheriques 

, dV ^ IdV ^ 1 dV _ 

grad V = —e r + ~^e e + 

o r r o t) r s m 6 o p 

(b) En deduire Lcxpression de grad (^) 

grad f ' 1 



rj J j»3 
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